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Ubersicht

In diesem Zahlentheorie-Seminar lernen wir das wichtigste Beispiel des Lokal-Global-Prinzips kennen (auch als Hasse-
Prinzip bekannt): Ob eine quadratische Gleichung in mehreren Variablen nicht-triviale Losungen iiber den rationalen
Zahlen (einem globalen Korper) hat, hiingt nach einem Satz von Hasse von der einfacheren Frage nach ihrer Losbarkeit
iiber den reellen und allen p-adischen Zahlen (lokalen Koérpern) ab. Zum Beweis bendtigen wir unter anderem den Satz
von Dirichlet iiber Primzahlen in arithmetischen Folgen.

Im ersten Teil des Seminars spielen algebraische Methoden die wichtigste Rolle, beginnend mit der Definition von
p-adischen Zahlen. Fiir diese Vortrige sind also Vorkenntnisse aus einer Vorlesung iiber Algebra oder Zahlentheorie
hilfreich. Fiir den zweiten Teil, der den Beweis des Satzes von Dirichlet umfasst, sind dagegen analytische Methoden
entscheidend. Diese Vortrége eignen sich besonders fiir Studierende, die an einer Vorlesung iiber Funktionentheorie
teilgenommen haben.

Wir folgen dem Buch von Serre (im franzésischen Original [Ser70] oder in der englischen Ubersetzung [Ser73]).

Aus dem LUH-Netz / per VPN: https://link.springer.com/book/10.1007/978-1-4684-9884-4

Bemerkungen / Anmeldung

Zum Seminar gehort ein 90-miniitiger Vortrag mit einer schriftlichen Ausarbeitung. Auch die aktive Teilnahme an
den anderen Vortriagen wird erwartet. Jeder Vortrag sollte mit mir vorbesprochen werden (spétestens in der Vorwoche
des Vortrags); dann sollten Sie sich schon intensiv mit den Inhalten auseinandergesetzt haben, und der Vortrag sollte
moglichst weit vorbereitet sein.

Wenn Sie Interesse haben, melden Sie sich bitte bei mir per Email (derenthal@math.uni-hannover.de), vorzugsweise bis
Mitte oder Ende Mirz. Bitte geben Sie Namen, Matrikelnummer, Studiengang (z.B. Bachelor oder Master Mathematik)
und Fachsemester an. Bitte geben Sie aulerdem die Nummern von drei Vortragsthemen an, die Sie interessieren wiirden
(oder: ,egal®).

1. Endliche Koérper |

[Ser73| 1, §1, §2]: Ziel dieses Vortrags ist es, grundlegende Eigenschaften endlicher Kérper zusammenzufassen und den Satz
von Chevalley—Warning iiber die Losbarkeit von Polynomgleichungen, deren Grad kleiner als die Anzahl der Variablen
ist, zu formulieren und zu beweisen.

2. Endliche Korper Il

[Ser73] 1, §3]: In diesem Vortrag wird zunéichst das Legendre-Symbol definiert und anschlieend das quadratische Re-
ziprozititsgesetz formuliert und bewiesen. Auch soll an Beispielen erklirt werden, wie sich das Reziprozitéitsgesetz zur
effizienten Berechnung von Legendre-Symbolen eignet.

3. p-adische Korper |

[Ser73| 11, §1, §2.1]: Die p-adischen Zahlen (der Ring Z,, und der Korper Q) werden mit ihren grundlegenden Definitionen
und Beispielen eingefiihrt. Es wird eine Topologie darauf definiert. Der Vortrag endet mit elementaren Sétzen iiber die
Losbarkeit von Polynomgleichungen in mehreren Variablen iiber Z,,.

4. p-adische Korper Il

[Ser73|, II, §2.2, §3]: Dieser Vortrag behandelt fortgeschrittenere Eigenschaften der p-adischen Zahlen. Fiir Polynom-
gleichungen iiber Z, geht es darum, von der ,néherungsweisen® Losbarkeit ,, modulo p*¢ auf die Losbarkeit iiber 2y, 71
schlieBen. AuBerdem wird die Struktur der multiplikativen Gruppe von Q,, analysiert.
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5. Das Hilbert-Symbol |

[Ser73|, 111, §1]: Hilbert-Symbole beschreiben, ob gewisse quadratische Gleichungen 1sbar sind. Der erste Vortrag zu
diesem Thema befasst sich zundchst mit grundlegenden Eigenschaften. Weiter geht es um ,lokale“ Eigenschaften, also
die Berechnung von Hilbert-Symbolen iiber Q,, (mit Hilfe von Legendre-Symbolen) und R.

6. Das Hilbert-Symbol Il

[Ser73| III, §2]: Der zweite Vortrag zu Hilbert-Symbolen befasst sich mit dem Zusammenhang zwischen lokalen (iiber
Qp und R) und globalen (iiber Q) Eigenschaften. Man erhélt das erste Beispiel einer Lokal-Global-Aussage. Im Beweis
wird der Satz von Dirichlet verwendet, der im letzten Vortrag bewiesen wird.

7. Quadratische Formen |

[Ser73, TV, §1]: Im ersten Vortrag iiber quadratische Formen werden zunéchst Eigenschaften wiederholt, die aus der
linearen Algebra grofitenteils bekannt sind. Es folgen elementare Aussagen iiber quadratische Formen iiber endlichen
Korpern.

8. Quadratische Formen Il

[Ser73l, IV, §2]: Zu quadratischen Formen iiber Q, definiert man die Diskriminante und eine weitere Invariante, die sich
aus Hilbert-Symbolen zusammensetzt. Resultate sind dann die Beschreibung der Losbarkeit von quadratischen Formen
iiber Q, mit Hilfe dieser Invarianten sowie die Klassifikation von quadratischen Formen.

9. Quadratische Formen |1l
[Ser73 IV, §3.1, §3.2]: In diesem Vortrag wird das Lokal-Global-Hauptresultat des Seminars bewiesen: der Satz von
Hasse, der die Losbarkeit einer quadratischen Form {iber Q mit der Losbarkeit iiber Q, und R in Verbindung bringt.

10. Quadratische Formen IV

[Ser73, TV, §3.3, Appendix]|: Als Anwendung des Satzes von Hasse erhélt man die Klassifikation von quadratischen
Formen iiber Q. Auflerdem wird der Satz von Lagrange, dass sich jede natiirliche Zahl als Summe von vier Quadratzahlen
schreiben lésst, bewiesen.

11. Satz von Dirichlet |

[Ser73| VI, §1]. Ziel der letzten vier Vortriige ist der Beweis des Satzes von Dirichlet iiber Primzahlen in arithmetischen
Folgen. Der erste Vortrag iiber Charaktere von endlichen abelschen Gruppen ist elementar. Interessante Beispiele fiir
Charaktere der multiplikativen Gruppe von zyklischen Gruppen erhilt man mit Hilfe von Legendre-Symbolen.

12. Satz von Dirichlet Il

[Ser73l, VI, §2]. Fiir diesen Vortrag iiber grundlegende Eigenschaften von Dirichlet-Reihen sind Vorkenntnisse aus einer
Funktionentheorie-Vorlesung hilfreich.

13. Satz von Dirichlet Il

[Ser73, VI, §3]. Zeta- und L-Funktionen sind iiber Dirichlet-Reihen (und Charaktere) definierte Funktionen. In diesem
Vortrag werden ihre Eigenschaften als holomorphe komplexe Funktionen untersucht.

14. Satz von Dirichlet IV

[Ser73|, VI, §4]. Das zweite Hauptresultat des Seminars, der Satz von Dirichlet iiber Primzahlen in arithmetischen Folgen,
wird bewiesen.
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